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Le language de Mathématique

D'habitude, le mathématicien ignore la logique formelle. Les mathématiciens
écrivent la mathématique avec un language (style) commun qu'on appelle le
CML. Les avantages de CML:

o FExpressivité: On peut exprimer toutes genres de notions.

o Acceptabilité: CML est accepté par la plupart des mathématicien.

e traditionalité: CML existe depuis trés longtemps et a été raffiné avec le temps.
o Universalité: CML est utilisé partout dans le monde.

o Flexibilité: Avec CML on peut décrire plusieures branches de mathématiques.
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Les désavantages de CML:
o Informel et ambigu: CML est basé sur le language naturelle.
e Incomplet: De choses implicites, |'écrivain compte sur I'intuition du lecteur.
e Pas facile a automatiser CML
e Au 19eme ciecle, les problemes en Analyse créaient le besoin d'un style précis.

e Plusieures de ces problemes ont été resolu par le travail de Cauchy (par example
par sa définition précise de convergence dans son Cours d'Analyse).

e Les systemes des nombres sont devenus plus précis avec la définition exacte
des nombres réel de Dedekind.

e Cantor commencait la formalisation de la théorie des ensembles et contribuait
a la théorie des nombres.

Chambéry, le 11 Mai 2009 2



Logique, fonctions, \-calcul et theories des Types

e Frege était frustré par les informalités de CML.

e [a definition Genérale de la fonction était la clef de sa formalisation de Ia
logique (1879).

e [’'application d’une fonction a elle-méme f(x) = —x(x) était la clef du paradox
de Russell (1902). Voir [Kamareddine et al., 2002].

e Pour éliminer les paradox, Russell controllait I'application d'une function a un
argument par la theorie des types.

e Russell (1908) donnait RTT, la 1lére theorie des types. Russell and Whitehead
utilisaient RTT dans Principia Mathematica (1910-1912).

e Les types ont toujours existés en mathématiques, mais pas explicitment avant
1879. Euclid a éliminé les situations impossibles (e.g., deux points parallels)
par I'utilisations des classes/types.
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e theorie simple des types (STT): Ramsey (1926), Hilbert et Ackermann (1928).

e En 1928, Church voulait décrire un language de fonctions et de logique:
A == V|(AAN)|AV.A|=VIVV.A(V)

e La combinaison des 2 (fonctions et logique) etait paradoxique.
Le probleme n'est pas avec —, mais avec V.

e En 1932, il elimine la logique et son A-calcul devient un calcul des fonctions.

e En 1940, il rajoute la logique mais aussi les types pour eliminer les paradoxes.
Le A\-calcul simplement typé A— = A-calcul + sTT (1940).
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Mes premieres recherches au \-calcul
e On sait bien que |A| < |A +— A| et méme |A| < |A — {0, 1}| (Cantor).

e En 1969, Dana Scott voulait démontrer la non-existence des modeles du
A-calcul.

e Contrairement a ce qu'il voulait, il construit un modele D du A-calcul ou
D ~ (D — D), (D — D) est I'ensemble des fonctions continues de D a D
et D est le point fixe d'un processu continu de la construction.

e Comme les domains de Scott ne permettent pas la logique (ils sont des modeles
du systeme des fonctions, le A calcul), Peter Aczel en 1980 introduit les “Frege
structures’ qui sont des modeles et des fonctions et de la logique. Frege
structures sont aussi construit par le theoreme du point fixe.

e Ma thése de doctorat “Semantics in a Frege structure (1988)" proposait un
A-calcul basé sur Frege structure, étudiait des propriétés comme |'adequacy
et la complétude, et I'appliquait a la semantique des phrases paradoxiques et
“self-referentiels” .
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Le pas suivant

e En 1987, j'ai commencé mon travail a Glasgow dans un département
d'informatique. Alors, en apprenant les differents languages et styles de
programmation je me posait la question si les théories des \-calculs (avec/sans
logique/typage) sont assez bons pour les languages d'informatique (méme si
on peut exactement exprimer dans le \-calcul les fonctions computables).

e J'avais aussi l'interet de la formalisation et de [|'automatisation de Ia
mathématique.

e Répetons |'essence du A-calcul:

Syntax: A ::= V|(AA)|A\V.A.
Regle: (A\x.A)B —3 Al|x := B]
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Le lambda Calcul a la de Bruijn (item notation)
[Kamareddine and Nederpelt, 1995, 1996]

. Notation classique +—  Notation de de Bruijn
x — x
Ax.B — (x| B’
AB o (B A’
Example: (Az.\y.zy)z +— (2)[x]|yl(y)x

e Dans le train (2)|x]|y](y), les wagons sont (z), [x], [y] and (y).
e Le dernier x dans (2)[x]|y|(y)x est le coeur du terme.

e Le wagon d’application (z) et le wagon d’abstraction [x] se trouvent |'un 3
coté de |'autre.

o La regle g3 (\r.A) 5 — 5 Alx := B] devient: A —g|xr:=BJA
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Réduction dans la notation de de Bruijn

Notation classique Notation de de Bruijn
(12 (Ay-Azzd)c)b)a (@) (D) x](c)[y][z](d)=
la la
((Ay-Az.zd)c)a (a)(c)[y][z](d)z
lg L
(M\..zd)a (a)|z](d)z
lg Lp
ad (d)a
T
(a) (c) [yl 2] (d) 2
Chaque wagon a un partenaire sauf (d) qui est célibataire.
Les crochet;lde (Ao — —)e)b)a), sont ' [2 [3 ]2 |1 [3", ob “|;" and ‘]’
vont ensemble.
Les crochets de (a) (¢)|y||z]| sont plus simple: | []].
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Réductions generalisées

o ((M(AyAzzd)e)b)a—p((A Az 2d}y := c])h)a

(a)()[z]()yl[2)(d) 2= p(a) (D) ][y := c][2](d)2

o ((\..(A,A..zd)e)b)a—p{(\,-N..2d)c} a

(a)(b)]x](c)[yl[z](d)z—s(a) (e)ly][zl(d)z

o (a)(0)lxl()yll2l(d)z—=p (D) ](c)y][2 := al(d)z
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Quelques notions de réduction dans la literature

Name | In Classical Notation | In de Bruijn’s notation
(Ae-N)P)CQ (Q)(P)[z|N
(0) l l
(Ae-NQ) P (P)z](Q)N
(Az-Ay-N) Ny
(7) l
Ay-(A0.N) Y] N
(A0 Ay N) )@ (@Q) YN
(7o) l l
(Ay- (A N)P)Q (Q)[y] N
((Az-y-N)P)C (Q)(P)[z][y|N
(9) ! l
(Ae- Ny := Q)P (P)lz]ly := QN
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Quelques usages de ces réductions/” term reshuffling”

e Regnier [1992] introduit @ and ~ et les utilise pour analyzer la strategy
perpetuelle de réduction.

o [Kfoury et al., 1994; Kfoury and Wells, 1994] utilisent term reshuffling pour
analyzer des problemes de typages (comme (non)décidibilité).

e [Nederpelt, 1973; de Groote, 1993; Kfoury and Wells, 1995] les utitlisent pour
réduire le probleme de normalisation forte a celui de normalisation faible.

e [Ariola et al., 1995] montre que term-reshuffling peut bien representer
|"évaluation fonctionnelle paresseuse.

e [Kamareddine and Nederpelt, 1995; Kamareddine et al., 1999, 1998; Bloo
et al., 1996] montrent que les réductions géneralisés sont plus efficaces (espace
et temps).

e [Kamareddine, 2000] établit le théoreme de conservation pour les réductions
generalisées.
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Formes Canoniques [Kamareddine et al., 2001b]

des | ] célibataires

des ()| |-paires

des ()s célibataires

coeur

(B) .- - (By)

e Dans [Regnier, 1994] et [Kfoury and Wells, 1995]
Ay ATy (A (Aya. -+ (

e Par example, la forme canonique de:

est
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Comment arriver aux formes canoniques?

For M = |z][y](a)|2][="}(b) (e):

O(M): bach. [ |s | ()] |-pairs mixed with bach. | |s | bach. ()s | end var
7]y (a) z]|2’] (b)(e) z

y(M): bach. [ ]s | ()|]-pairs mixed with bach. ()s | bach. ()s | end var
z]lyllz’] | (a)[z](D) (¢) z

O(v(M)): | bach. [|s | ()] ]-pairs bach. ()s | end var
z]lyllz’] | (a)[z] (b)(e) | =

v(@(M)): | bach. |]s ()] |-pairs bach. ()s | end var
z]lyllz’] | (a)lz] (b)le) | =

—¢ and —. sont SN et CR. Alors les 0-nf and ~-nf sont unique.
O(v(A)) et v(0(A)) sont les deux en forme canonique

Notons que: #(v(A)) =, v(6(A)) o —, est la regle
(A1) (A2)[y2] B —p (A2)[2] (A1) 1] B iy ¢ FV(Ay)
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Réduction basée sur les classes de formes canoniques

[Kamareddine and Bloo, 2002]
e Définissons [A| = {B | 0(v(A)) =, 0(~v(B))}.

e Quand B € [A],on écrit B ~equi A.

® —g, =, =~, =0, =pC~equiC=g (inclusions strictes).

o A~;3B iff JA' € [A].3dB' € [B|. A’ —3 B’ (avec compatibilité)

o Si A~j5 B alors VA" € [A|VB' € [B]. A’ ~3 B'.

* 7 g = =g

o ~»g est CR:Si A~»g B et A~»g (), alors 3D: B ~»g D et C ~»g D.
e Soit r € {—p,~p3}. SiAe SN, et A’ € [A] alors A" € SN,.

o AC SNMB ssi A € S]\Lﬁ.
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Les types simples

e Soient f: N —Netg;:N— N tel que g¢(x) = f(f(x)).
Soit Fy: (N — N) — (N — N) tel que Fy(f)(z) = g¢(x) = f(f(x)).

e Dans le lambda calcul typé de Church on écrit la fonction Fiy comme suit:

)\fN—>N)\fo(f(aj))

e Si on veut la méme fonction sur les Booléens BB, on écrit:

la fonction Fjz est A BB A:B-f(f(2))
le type de la fonction Fgest (B — B) — (B — B)

e Probléemes dans RTT et STT. Alors la naissance des systémes de typages
differents, chacun avec son pouvoir d’abstraire des fonctions.

e 8 M\-calculs typés importants 1940-1988 ont été unifié dans le cube de
Barendregt.
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Polymorphisme: le \-calcul typé apres Church

e A la place de répéter le travail, on prend « : * (a est un type quelconque) et
on définit une fonction polymorphique F' comme suit:

)\a:*.>\f;a—>a->\:ﬁtat‘f(f(aj))
On donne a F' le type:

Hys.(a — a) = (a — «a)
e Comme ¢a, F(a) = Afasa-aa-f(f(2)) : (@ = a) = (a — a)

e On peut instancier « selon notre besoin:
- F(N) = ApnvonAen f(f(2) : (N— N) — (N — N)
— F(B) = Ap.p—p- A f(f(x)) : (B— B) — (B — B)

— F(B —> B) = >\f:(B—>B)—>(B—>B)->\:U:(B—>B)°f(f(x)) :
(B—B)— (B—B)) — ((B—B)—(5—DB))
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Le cube de Barendregt

e Syntax: A= || 0| AB | \u:A.B |Ilx:A.B
I'FA:s7 TLz:AF B: sy

e Formation rule: T TeAB -5, si(s1,52) € R

Simple Poly- Depend- | Constr- | Related Refs.

morphic ent uctors | system

A— | (k%) AT [Church, 1940; B
A2 (, *) (O, ) F Girard, 1972; Re
AP (, *) (*,0) AUT-QE, LF | [Bruijn, 1968; Ha
Aw (%, *) (0,0) | POLYREC [Renardel de Lav:
AP2 | (%, %) (O, *) (x,0) Longo and Mogg
Aw (, *) (0O, %) (0,0) | Fw Girard, 1972]
P | (5 (+0) | (0,0)
AC (, *) (O, *) (x,0) (O0,0) | CC [Coquand and Hu
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Les regles de typage

(axiom)

(start)

(weak)

(1)

(N)

(convg)

(appl)

() Fx:0
I'A:s = ¢&powm(I)
I'Ne:AFx: A

'FA:B T'FHC:s x¢bpowm(I)
I'Nz.CHA:B

'A:sy D,z:AFB:ss; (s1,82) € R

I'-11,.4.B : s
I'e:AFb: B T'F1l,.4.B:s
' Apab:11,..4.B
I'+A:B THB':s B=3B'
I'-A:DB
I'EF:Il,,4.B T'ta:A
' Fa : Blx:=al
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Le cube de Barendregt

AW

A2

AP2

APw

/
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Notre example dans le systeme F de Girard
e Siz & FV(B) on écrit A — B ala place de I1,.4.B.

e a:x,fra—alF . f(f(x):a—a:x
(besoin de la regle (x,x)).

o a:xF Argsadpa - f(f(2): (a—a) = (a—a):
(besoin de la regle (x,x)).

¢ M AaAra—aAea f(f(2) : Mo (@ = @) = (@ = a) 0+
(besoin de la regle (O, x)).

Chambéry, le 11 Mai 2009
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e Fonctions de Frege # fonctions du Principia # fonctions du A-calcul (1932).

o Frege, Russell et Church écrivait x — = + 3 comme = + 3, z + 3 et Az.z + 3.

e Church traitait chaque fonction comme un citoyen de lére classe. Mais les
fonctions qui ne sont pas de lére classe nous permettent de rester sur un
niveau de typage plus bas (guardant la décidabilité) sans perdre la flexibilité.

e |l n'est pas nécessaires d'abstraire chaque fonction comme dans le A-calcul.
Historiquement, les functions ont toujours été traité comme meta-objets.

e Les valeurs des fonctions etaient le plus important, pas les fonctions abstraites.
e La fonction sinus, est toujours exprimée avec une valeur: sin(7), sin(z) et des

propriétés comme: sin(2z) = 2sin(x) cos(x).

e [Kamareddine et al., 2003, 2001a] étend le cube avec la notion de fonctions
qui ne sont pas lere classe, et explique que cette extension pertmette bien de
placer des systemes importants comme le ML de Milner, I'Automath et le LF
d'Edimbourgh précisement dans la hierarchie des types.
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ML

e ML traite let val id = (fn 2 = x) in (id id) end comme le terme
(Aid: (Ia:x. a — ). id(8 — 0)(id B)) (Aaz*. Ax:a. x)

e On a besoin de la regle (O, %) (i.e., A2) pour pouvoir typer ce terme.

o Les regles de typage de ML ne permettent pas le terme:
let val id = (fn x = z) in (fn y = yy)(id id) end
Mais, ce terme la est equivalent a un terme de A2 qui est bien-typé:
(Aid = (TTa:x. a0 — ).
(Ay:(Iaz. o — ). y(B — B)(y B))
(Aazx. id(a — «a)(ida)))

(Aaczx. Ax:a. x)

e ML ne doit pas avoir tout le pouvoir de la regle de II-formation (O, x).
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LF

e LF [Harper et al., 1987] a un peu le pouvoir de la régle (*,0), mais n'est pas
equivalent au systeme AP du cube.

o |'usage de regle (x,0) est tres rare.

e On a besoin d'un type Ilx:A.B : O seulement lorceque le principe:
“Propositions-As-Types’ PAT s'applique pendant la construction du type
[Ia:prop.x de l'operateur Prf qui pour une proposition ¥, donne Prf(X)
le type des pereuves de X..

prop:x - prop: *  prop:x,a:prop - x:0
prop:* - Ila:prop.x : O '

e Dans LF, c'est I'unique place ou on utilise regle (x, ).
e Mais on utilise Prf seulement avec un X:prop. On n'utilise jamais le Prf seul.

e On va précisement placer LF sure le Cube (entre A— et \P).
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Une version raffinée du cube [Kamareddine et al., 2003]

(O,%) € R
(O,%) € P
(0,0
H)eP
? ®
O\Qj <>\Q/
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LF, ML, AuT-68, et AuT-QE dans la version raffinée du cube

Chambéry, le 11 Mai 2009
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Le logicien, le mathématicien et I'induction sur les nombres
e Un Logicien utilise ind: Ind. Le type Ind peut seulement €tre décrit dans un
AR avec R = {(x,x*), (*,0), (0,x*)}:
Ind = IIp:(N—x*).p0— ([In:N.IIm:N.pn— Snm—pm)—IIn:N.pn (1)

e Un Mathématicien utilise ind seulement avec
P :N—x, @ : PO et R: (IIn:N.IIm:N. Pn—Snm— Pm)
pour former un terme (ind PQR):(I1n:N.Pn).

e L'usage de |'axiom d'induction par le mathématician peut étre décrit par le
schema (p, q et r sont les parameters du schema):

ind(p:N—x, ¢:p0, r:(IIn:N.IIm:N.pn—Snm—pm)) : [In:N.pn (2)
e Le mathématicien n'a pas besoin du type Ind du logicien. Les types dans 2
peuvent étre construit dans AR avec R = {(x,*)(*,0)}.
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e Un Mathématicien: applique I'axiom d'induction et n'a pas besoin de la théorie
des preuves derriere.

e Un logicien developpe |'axiom d'induction ou étudie ses propriétés.

e Le mathématicien n'a pas besoin de (O, *x) tandis que le logicien en a besoin
pour pouvoir former I'abstraction IIp:(N — x).---.

e Alors le systeme de types utilisé pour décrire |'usage du mathématicien est plus
faible que celui pour le logicien.

e Ce nouveau cube est basé sur deux notions de mathématiques: Les définitions
et les parameétres.
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Etendre le Cube avec des constantes parametriques

e On ajoute des des constantes parametriques de la forme c¢(by,...,b,) ou
bi,...,b, sont des termes de certains types et ¢ € C.
® by,...,b, sont les paraméters de c(by,...,b,).

e R permet plusieures sortes de Il-constructs. On utilise aussi un ensemble P
of (s1,82) ou s1,s9 € {*,0}. Ceci permet plusieures sortes de constantes
parametriques.

e (s51,59) € P veut dire que permet des constantes parametriques ¢(by, ..., b,) :
Aou by,...,b, ont les types B, ..., B, de sorte s1, etA est de type ss.
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Le Cube avec les parametres

e \RP = )R et les deux regles (E-weak) et (E-app):

I'-b: B F,AZFBZSZ F,Al‘AS
Iye(A): A-b: B

(si,s) € P, c est I'-fraiche

Fl, C(A)IA, FQ - szZ[ZCj:bj];;ll (’L - 1, co ,n)
Fl, C(A)IA, FQ F A:s (SI n — O)
Fl, C(A)IA, F2 - C(bl, co ey bn) . A[:Uj::bj]?zl

A = :Cl:Bl’ o« o ’xn:Bn.
A’i = ZEllBl, ce ,ZEZ'_liBZ'_l

Chambéry, le 11 Mai 2009
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Propriétés du Cube Raffiné
(Correctnesse des types) SiI'F A: Balors (B=0Oor ' B: S).
(Réduction du Sujet SR) SiI'FA: Bet A—pg A alorsI'FA": B
(Normalisation forte) Pour chaque terme M qui est (legal, on a SN_, (M).
On a aussi Unicité des types et typabilité des sous-terms, etc.
AR P est le system qui a les regles: de II-formation R et de parametre P.

Soit AR P tel que (s1,s2) € P implique (s1,s2) € R.

— Le systeme sans parametre AR est le plus petit systeme qui a au moin le
pouvoir de ARP.
- Sil'kgpa:Aalors {I'} Fp {a}: {A}.
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La notation Item dans les systemes de type

e On écrit les items dans () en plce de () et |].
e On écrit (\,.z)y comme: (yd)(A.)x en place de (y)|x]x.

e On écrit I1....(\,...xz)y comme: (xIL,)(yd)(zA;)x.

Chambéry, le 11 Mai 2009
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Le cube de Barendregt en notation item avec réduction de
classe

e Méme formulation sauf que les termes sont écrits en notation item:
o T=«[0|V[(TH)T [(TA)T | (TIly)T.

o Les regles de typages ne changent méme si on utilise ~3 en place de —g
(devinez pourquoi).
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Le “Subject Reduction” n’ait plus valable

e La plupart des propriétés (inclusif SN) sont valable pour le cube étendu avec

la réduction modulo les classes.
e MAIS SN n'est pas valable que dans A_, (x, %) et Aw (O, 0).
e SR ne marche plus dans AP (x, ) (et alors dans AP2, \Pw et \C).

e SR ne marche plus dans A2 (I, x) (et alors dans AP2, \w et A\C'):
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Pourquoi on perd le SR?

o (y'0)(B0)(*Aa) (A )(y0)(aAz)x ~3(80)(*Aa) (y'0) ().

o (Nax-Ayia-(Awia-2)Y)BY ~5(Aas-(Asia-2)y') B

o F:xy B FxAa-Ayia-(Aaia-2)y) By O

e Mais, B:x,vy : B o(Aas-(Az.a-)y") B : T pour tout 7.

e On a perrdu I'information que v/ : 3 a remplacé i’ : & (Mpr.(Npor.)y') 3.

e On a besoin de 3/ : o pour typer le sousterm (A\,...z)y" de (Ap.o.(Apn.2)y) 3
et alors pour typer 3 : %, 9y : O F (Ao.s.(Apa.2)y) 51 B.
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Solution de SR: Utilise “let expressions/définitions”

e Définitions/let expressions ont la forme: let z : A = B. On les ajoute aux
contextes exactement comme les déclarations v : C.

I'Nletx: A =BFC:D

o (def rule) T F° (A\g:a.C)B : D[z = A]

e On définit I' ¢ - =4.¢ - comme la relation d’ equivalence generée par

—siA=pg Balors ' A =4 B
—si letax: M = N est dans |' et si B vient de A en substituant une
occurrence de x dans A par NV, alors I' ¢ A =4+ B.
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Le Cube (simplifiée) avec définitions et réduction de classes
[Kamareddine and Bloo, 2002]

(axiom) (app) (abs) et (form) ne changent pas.

(start) ['FA:s ['FCA:s I'-“B:A o
>l Nz AFx: A I'letx:A=BFx: A v raic

( ) r'-*D:F T'*A:s T'F°A:s TF*B:ATFD:FE e
e T z:AFD: E T letz:A=BF D:E v raic

I'k<cA: B B8 [' ¢ B =40¢ B’
'k A: B

(conv)

I'Nletx: A =BFC:D

(def) I ¢ (A\3:a.C)B : D[z := A
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I'usage des définitions résoud le probléme de subject reduction

1. B:xy : 0, leta:x =0 Heqy': 3

2. B:xy B, leta:x=0 FC¢ o =405 O

3. B:x,y 3, leta:x =0 F¢ 9y :a (de 1 and 2)
4. B:x,y : B, leta:x =8, letx:a =y Fuo:a

5. B:x,vy 0, leta:x =0 ¢ (Apa-2)y @ alr =y

B:xvy 3 ¢ Nois-( D)y )0 oo := B] =

Chambéry, le 11 Mai 2009
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Les propriétés du Cube avec définitions et réduction de
classes

e ¢ est une generalisation of =: SiII'F A: BalorsT'H¢ A: B.

e Equivalent terms have same types:
SiT'F°A:Bet A €[A], B e [B]alorsT'F¢ A": B’

e Subject Reduction for -¢ and ~g3:
SiTFCA:Bet A~»g A" alorsT'H¢ A" : B.

e Unicity of Types for -¢:

—SiI'FCA:BetI'FCA: B alors'F°¢ B =4.¢ B’
—SiI'F*A:Betl'FC A :B' etI'F¢ A=5 A" alors I' ¢ B =4 B'.

e Strong Normalisation of ~»3:
Chaque terme légal est fortement normalisable par rapport a ~» 3.

Chambéry, le 11 Mai 2009 38



Les indices de de Bruijn

e )\-calcul classique: A = x| (A\x.B) | (BC)
(Ax.A)B —3 Alzx := B]

o (\x.\y.zy)y —p (A\y.xy)|z = y| # A\y.yy
o (\x. ) \y.zy)y —p (A\y.ay)|r =y =4 (A\z.22)[x :=y|] = Az.yz
e \r.xr and \y.y sont la méme fonction. Soit Al.

e Supposons une liste de variables libres (disons x,y, z, ... ).

e (AN21)2 =5 (A2 1)[1:=2] = A(2[2:=3])(1]2:=3]) = A3 1
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Le )\-calcul classique avec les indices de de Bruijn

e Soientt,n>1etk >0

e A :=n|(AB)|(BC)
(M)B —5 A{1 — B}

. Ui(AB) = Uy(A) Ui(B) Ui (n) = { n+i—-1 si n>k
Ui(NA) = AU, (A)) g n si n<k.
, AA){i =B} = (Ai{i— B}) (421 < B})
(AM){i— B} = MA{i+1< B})

n—1 si n>1

n{i«— B} = { Ul(B) si n=1

n si n<z1.

e Plusieures implantations des systemes de preuves et des languages de
programmation sont basées sur les indices de de Bruijn.
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Les wagons de substitutions [Kamareddine and Nederpelt,
1993]

) A —p |z := B|A devient A— A
e Si on utilise les indices de de Bruijn, ca devient: A — A

e Les o-wagons propagent les A- et J-wagons:
od-transition (Co*)(B&A — ((Co")BS)(Co*)A
o A\-transition (Ca ) (MNA — (M) (CotHA

e On a aussi besoin des p-wagons qui changent les variables. Ces wagons, eux
aussi propagent les \- et 0-wagons:

pd-transition () (BHA —  ((p%)Bo)(ph)A
@A-transition () NA = (N (phiq)A
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Le \s.- calcul [Kamareddine and Rios, 1995, 1997]

e |l y avait aussi les regles de destruction des nouveaux wagons, et des regles
permettant un o-wagon (resp., un d-wagon) a propager les o- et J-wagons.

e [Kamareddine and Rios, 1995] a démontré qu'une restriction As de ce calcul
(qui reflete le calcul lui méme de de Bruijn), satisfait les bonnes propriétés sur
les termes clos.

e Pour la confluence de \s étendu avec les termes ouverts, [Kamareddine and
Rios, 1997] ajoutait des regles qui refletent six lemmes sur les propriétés du
calcul de de Bruijn donnat As..

e Comme Ao, As, est confluent et n'a pas PSN (René David et Bruno Guillaume).

e Mais, Ao n'as pas une restriction sur les termes clos satisfaisant PSN, simulation
de beta et confluence tandis que As. a le As.
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From classical \-calculus with de Bruijn indices to
substitution calculus \s [Kamareddine and Rios, 1995]
e Ecrivons A{n < B} comme Ac" B et U!(A) comme ¢! A.

e A :=n|(AB)|(BC)|(Ad'B)| (¢.B) where i,n>1, k>0.

o-generation (M)B — Aoc'B
o-A-transition (M)o'B  — MAo'""!B)
o-app-transition (A1 A3)o'B  — (A10'B) (A3 0'B)

n—1 si n>1

o-destruction no'B — ©yB si n=1
n st n <4t
p-A-transition pr(A) — MNh i A)
p-app-transition ' (A1 As)  —  (ph Ay) (9L Ag)
destruction i — nti—1 sl n>k
£ Prt n si n<k
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1. Le s-calcul (i.e., As moins o-generation) est fortement normalisable.

2. Le As-calcul est confluent and simule (en petit pas) la 3-reduction

3. Le As-calculus preserve la normalisation forte.

4. Le As-calculus a une extension avec les termes ouverts qui est confluente.

e Pierre Lesanne a posé la question de I'existence d'un calcul qui satisfait ses
propriétés mais qui est lui-méme confluent sur les termes ouverts.

e Le MAs-calculus satisfait les propriétés 1., 2., 3. et 4. Mais ni le As ni le As,
n'est confluent sur les termes ouverts (Guillaume).

e David et Guillaume donne un calcul qui a des bonnes propriétés.
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Termes:  Av' == 1IN | AvtAvt | Aot | Avt[Av?]
Avs =T | 1 (Av®) | Avt.

Substitutions:

Av [Benaissa et al., 1996]

(Beta) Aa)b
(App) (ab)[s]
(Abs) (Aa)ls]
(FVar) 1]a/]
(RVar) n+1la/
(F'VarLift) 1 (s)]
(RVarLift) n+1[1(s)
(VarShift) n (1)

n[s] [1]
n+1

Av satisfait 1., 2., and 3., mais n'a pas une extension sur les termes ouverts qui

est confluente.
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AO,
Terms: Ao} ==IN | Ao} AUTT | Ao | Aaﬂ[Aaﬂ]

Substitutions:  Acf z=idd | T | f (Ao]) | Aot - Ao? | Ao o Ao,
(Beta) Aa)b — alb-id]
(App) (ab)ls] — (als]) (b[s])
(Abs) Als] —  Aali(s))
(Clos) (alshlt] — alsot]
(Varshift1) n(f] — n+1
(Varshift2) n[fos] — n+1[s
(F'VarCons) lla-s] — a
(RVarCons) n+1lla-s] — nls]
(FVarLift1) 1fh(s)] — 1
(F'VarLift2) 1[h(s)ot] — 1]t
(RVarLift1) n+1[f(s)] — nlsoT]
(RVarLift2) n+1[ft(s)ot] — nf[so(]ot)]
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Ao, rules continued

(Map)
(Ass)

(Lift1)
(Lift2)
(LiftEnv)
(IdL)
(IdR)
(Liftld)
(Id)

(ShiftCons)
(ShiftLift1)
(ShiftLift2)

(a-s)ot —
(sot)ou —

fola-s) —
fof(s) —
To(f(s)ot) —
t(s)oft(t) —
f(s)o(fr(t)ou) —
f(s)ola-t) —

idos —
sotd —
f(td) —

alid —

alt]- (sot)
so(towu)

sol
so(Tot)
fr(sot)

f(sot)ou
a-(sot)

ivd

Ao satisfait 1., 2., et 4., mais n'a pas PSN.
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Comment on obtient \se de \s?

o A = X|n|(AB)|(BC)|(As'B)| (piB) ou i,n>1, k>0.

e Ajouter les termes ouverts sans étendre les regles aboutit a la perte de la
confluence (méme locale):
(AX)Y)oll — (XolY)oll (AX)Y)oll — (A X)o'1)(Yoll)

o (Xo'Y)oll et (A X)o'1)(Yo'l) n'ont pas un reduct commun.
e Mais, (AX)o!1)(Yo'l) — (Xo?1)o'(Yo'l)

e La solution est simple: ajoute les lemmes de metasubstitution et distribution
aux regles de As:
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o-0 (Ac'B)o?’C — (AT C)o"(Bo? "t C) i i < j

o-p 1 (pt A)o? B — gp’,‘;_lA si E<ji<k+4s
o-p 2 (p.A)o’B — (Ac?T"B) Si kE+i<j

p-o gpz(A o’B) — (gp'erl.A) o’ (Y41 B) Si j<k+1
@-p 1 er (01 A — 0 (Php1; A) si. I+j<k
- 2 op (Pl A) — oA si I<k<l+j

e Ces nouvelles regles de réecriture sont bien connues: les lemmes de meta-
substitution (o — o) et de distribution (¢ — o) (et 4 autres régles necessaires
pour les demontrer).
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D’ou venaient ces regles?

Dans le A-calcul de de Bruijn nous avons les lemmes:
(0—¢1) Si k<j<k+ialors: U~ (A) =Ui(A){j—B}.

(p—p2) Sil<k<l+7 alors: U(U(A) =U/"""1(A).
(0 —92)Sik+i<jalors: U(A){j<—B}=U(A{j —1i+1<B}).

(0 — o) [Meta-substitution lemma] Si i < j alors:

A{i—B}{j<C}=A{j+1-CR{i<—B{j—i+1-C}}.

(p—p 1) Sij<k+1 alors:
UZC—I—p(Ug (A)) — U;g(Uli+p+1—j(A)) -

(¢ — o) [Distribution lemma] | |
Si j <k+1 alors: Uy(A{j<—B}) =Up (A1 Uiy (B}
La preuve de (0 — o) utilise (0 — ¢ 1) et (60 — ¢ 2) avec k = 0.
La preuve de (o — ¢ 2) utilise (¢ — ¢ 2) avec [ = 0.

7/

Finalement, (¢ — ¢ 1) avec p = 0 est nécessaire pour démontrer (¢ — 0)).
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Rappel

e A la place de répéter le travail, on prend « : * (a est un type quelconque) et
on définit une fonction polymorphique F' comme suit:

)\a:*.>\f;a—>a->\:ﬁtat‘f(f(x))
On donne a F' le type:

Hys.(a — a) — (@ — )
e Comme ¢a, F(a) = Afasa-aa-f(f(2)) : (@ = a) = (a — a)

e On peut instancier « selon notre besoin:
— F(N) = Apvon-Aen. f(f(2)) : (N — N) — (N — N)
— F(B) = Ap.p—p- A f(f(x)) : (B— B) — (B — B)

— F(B —> B) = >\f:(B—>B)—>(B—>B)->\:U:(B—>B)°f(f(x)) :
(B—B)— (B—B)) — ((B—B)—(5—DB))
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e Comme ca, les types sont comme les fonctions:

— On peut les construire par abstraction.
— On peut les instancier

e Mais, pendant le passage des types simples aux types polymorphiques, on a
oublié d'atapter la regle

(6) (Az:4.0)C — blx := C]
a une regle semblable pour le II:

(I1)  (II.4.B)C — Blx := C]

e D’habitude, si b : B, on prend (A;.4.0)C : Blx := C] a la place de prendre
(Az:a.0)C : (I1.4.B)C

e Dans la literature, il y a plusieures études (comme le Automath de de Bruijn)
qui montrent que la régle II est utile.
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e |l parait que le development des théories des types nous ameéne de plus en
plus a adopter des role identiques pour les lieurs A et 1I. Est-ce qu'il y avait
vraiment le besoin de les séparer? Je crois que la séparation est artificielle.

e Dans Automath, de Bruijn avait déja identifié les deux lieurs mais dans un

systeme de types beaucoups moins riche que les systemes du cube. Il ecrivait:
lx : A|B pour les deux A\;.4.B et I1,.4.B

e Quelles sont les propriétés des theories des types avec un seul lieur qui
represente au méme temps le \ et le 117

e Est ce que le passage des systemes des types avec deux lieurs a des systemes
avec un seul lieur est assez nécessaire comme le passage des types simples aux
types polymorphiques et independents?

e Je crois que deés le début, il fallait pas se limiter aux types simples. Aussi, dés
le début, il fallait pas distinguer entre les termes et les types.
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Notation [Kamareddine 2005]

e Soit V=V*UV” ot V*NV- =10
T o= 0|V | g T |ly.sT|TT
T, = 0|V |by.. 7, | 17T,

e Si A € 7T, on définit A€ T, part 5 = 5,7
Hq;:A.B = bx:Z°B‘

e Si A € 7,, on définit AN € T par: s* =
(b:UA.B)A p— )\x:A)\.BA
Aussi, on définit [A] par {A’ in T | A’ = A}.

e Un contexte I' est de la forme: x1: Aqy,..., 2, :

pDOM (I') ={x1, ...z, }.

e Dans 7 on définit: (Y =() ILx: A=T,2: A

e Dans 7, on définit: [I']={I" |’ =T}.

Chambéry, le 11 Mai 2009
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e On a trois systemes (7, —3), (7, —pm) et (7,, —}) avec les axiomes:
)\I:A.B)C —03 B[:C = C]

b:U;A.B)C — B[iC = C]

I,.4.B)C —1 Blx :=C]

Ou —gn=—3 U —1

(
(
(

e Church-Rosser: Soit r € {3, GIL,b}.
Si By ,«— A —>, By alors 4C tel que By —, C ,.«— Bs.

Chambéry, le 11 Mai 2009
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Le 5-cube: R3 = Regles de typage avec deux lieurs, —3 et

(appl)
(axiom) (Y F *:0O
F'-A:s z° ¢pom(T)
(start) < <
I'zo:AFz” . A
'FA:B T FC:s z2°¢gpom(I)
(weak) =
I'«z>:Cr-A:B
) I'-A: sy I'z:AF B:sy (s1,82) € R
T FI,.4.B: s
) x:A-b: B ' =1I,.4.B:s
' Xpab: 1. 4.B
'A:B TFB:s B=gB
(convg) ;
'-A:B
I'-F:11,..4.B 'Fa:A
(appl)

I' = Fa: Blz:=ad]
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Le m-cube: R, = R\ (convg) U (convgr) =
Regles de typage avec deux lieurs, — 7 et (appl)

(axiom) (start) (weak) (II) (A) (appl)

'-A:B T'HFB:s BZBHB’
'-A:B

(convgarr)
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Le m;-cube: R, = R:\ (appl) U (newappl) =
Regles de typage avec deux lieurs, — 7 et (newappl)

(axiom) (start) (weak) (II) ()

( ) ''FA:B TFB:s BZBHB’
wonven TFA:B

( ) I'EF:1I,.4.B TI'hFa:A
newapp T'F Fa: (Il,.4.B)a
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Le b-cube: R, = Regles de typage avec un seul lieur, —, et

(applb)

(axiom) (start) (weak)
(b,) I'FA:sy T,z:AFB:sy (s1,8) € R

! TFb,a.B: ss
(b,) I'o:AEb: B T'bFbga.B:s

° Tk byab:bya B
(conv) I'A:B TFB:s B= B
oY TFA:B

'-F:px:AB ThFa:A

(applb)

I'= Fa : Blx:=al
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Le b;-cube: R, = R,\ (applb) U (newapplp) =
Regles de typage avec un seul lieur, —, et (newapplb)

(axiom) (start) (weak) (b1) (b2) (conv,)

'-F:bx:AB T'hFa:A
'+ Fa: (bx: AB)a

(newapplb)
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Six propriétés qu’on désire des systemes des types

Soit 7 la relation de réduction dans le systeme en question.

Types correctes (TC)SiT'H A: Balors B=0Ooul'F B: s pour s € {x 0O}.
Subject reduction (SR)SiT'HFA: Bet A—~, A" alors'+- A" : B.
Préservation des types (PT)SiT'A: Bet B —~, B alorsT'- A: B’
Normalisation forte (NF) SiT'+ A : B alors SN_, (A) et SN_,_(B).

Les sous-termes sont typables (STT)Si A est --légale et si C' est un sous-terme
de A alors C' est F-légale.

Unicité des types

- (UT])SiFI—Al:BletFI—Ag:BgetFI—Alerg,alorsFI—Bl:ng.
- (UTQ)'fFl‘Bls, BlergandFI—A:BgthenFI—BQ:s.
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Est ce qu’il ya dans les systemes avec deux lieurs, des
II-redexes dans les termes typables?

e Lemme:

—Sil'FgA: Boul' - A: B alors I'y A et B ne contiennent pas des
II-redexes.

— Sil'H; A: B alors I' et A ne contiennent pas des Il-redexes et B est le
seul II-redexe possible dans B.
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La corespondence entre les (-, m- et m;-cubes

o Lemme:

— I'Fg A: Bsietseulementsil'-; A: B
- SiI'FgA:BalorsI',, A: B.
— Sil'H; A:BalorsT't-5 A: [B|n

ol [B]r est la II-forme normale de B.

e Lemme: Le (B-cube et le m-cube satisfont les six propriétés qu'on désire des
systemes des types.
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Le 7;-cube

e Le m;-cube perd trois de ces six propriétés:
Soit I'=z:%,z:2. Onaquel' . (Ay;.y)z: (Il,...2)z.

— Onn'apas TC (Ily.,.2)x Z 0 et I' Fr, (II,...2)x : s.

— On n'a pas SR (Ay.z.y)x —gmn « mais I' o x @ (I,.,.2)z.

— Onn'apas UT2 4 *: 0, x =g11 (IL.ex)or, otk br (Agiex)o s (Ipk)a
and /. (IL,..x)o : O

e Mais on a:

— Ona UT1

— OnaSTT

— OnaPT

— On a NF

— On a une version faible de TCSiI' -, A : B et B n'est pas un Il-redexe
alors ou bien B =0 ou bienI' -, B : s.

— On a une version faible de SRSi I' -, A: B, B n'est pas un Il-redexe et
A —pg A alors ', A" : B.
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Si on élimine la distinction entre )\ et II, il restera toujours

possible de déduire le role de chaque lieur

e Lemme: Supposons que I' =3 A; : By et I' g Ay : Ba.

1.
2.

Si A; = As et By =g By alors A; = Aj et By = Bs.

Dans un terme g-légale de type s, il y a une maniére unique de placer les
As et les 11s

Si By = 51, By = s9 etA_le_ganrs A = Ay et 51 = 3o,

Dans un contexte t-g-légale, il y a une maniere unique de placer les \s et
les 11s

Si T'; et 'y sont g-1égales et if 'y = T'5 alors 'y = T's.

Dans un type \-g-légale, il y a une maniére unique de placer les As et les 11s
Si Bl = BQ alors Bl = BQ.

SiA_le_Qet B = B> alors A1 = A, et B; = B».

Si Bl = S1, BQ = S9, A_l = A_Q alors Al = A2.
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Un algorithme qui transforme un p-typage en un S-typage

Soit ' +, A : B. On définit (' -, A : B)™! € [I'] x [4] x [B] par:

(() Fb* 0)~! = (0, 0)
(T, Al—b* 0)—1 (I" A x,O0)ou (T, A:s) 1 =(I", A, s)
(Fl—b )1 (I",a: C’) ou (', C:5)71 = (I",C,5s) oL
(I, . 4. B, C") si C =, 5o et
(L' bga. B C) — ( ) i - .
I A\,.o.B ,C) si C' =) bp.a.D etii.
Tk, Fa:C)~! — (I, F'a’, C") ol iii

i, il, et iii, sont évidents. On écrit simplement la condition i. Pour les autres, voir
I"article.

o — (', A:sy)t = (I, A, 51) pour un s tel que (s1,52) € R,
i (T,z: A, B:sg) 1= ({T"2:A" B s5)
— si C = s5 alors C" = s5 sinon
si C % sg alors ('H, C:5)71 = (I",C’, s) pour un certain s.
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L’isomorphisme

e Theoreme:
l.silkFg A: BalorsT H, A: B.
2.sil'H, A: B alors
— il existe un unique I'" € [I'] tel que I'" is Fg-legal, et
— il existe un unique A" € [A], un unique B’ € [B] tel que I'" 3 A" : B'.
En plus, IV, A’ et B’ sont construits par “tou (I' -, A: B)~1 = (I", A’, B").
3. La vérification des types dans le 3-cube est équivalente a la vérification des

types dans le b-cube
4. La dérivation des types dans le (3-cube est équivalente a la dérivation des

types dans le b-cube
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Le b-cube [Kamareddine 2005]

e Le b-cube a cinq et demi des six propriétés:

— OnaTC

— On a SR

— OnaSTT

— OnaPT

— On a NF

— Ona UT2

— Bien Siire on n'a pas UT1 (et on ne le veut pas).

En utilisant (O,0): Fg Apue.® : Ik €t by D@ 1 Dk

En utilisant (O, %): Fg Il .. % et by byx o %,
Notez que: b,...x £, *.

Chambéry, le 11 Mai 2009

69



On a une multiplicité organisée des types dans le b-cube

e Soient SN_, (B7) et SN_, (B2). On dit que B, =, By ssi nf,(B,) = b;:z_l:ﬁ?l.B
et nf,(B3) = bii'];ﬁ?z.B, ou ny,ng > 0.

o Lemme (MOT) SiT I_b Al . Bl et I I_b A2 . BQ et Al = AQ, alors Bl éb BQ.

e Alors le b-cube est élegant, et a toutes les propriétés (on ne veut plus UT1,
MOT suffit.
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Example

o Soit A= bibll*'bCEQZbyzcv.*'b$320'b$42$2$3'w2x3

Soit B € {bxl;*-bx2;by:0.*-bxng-bx4:x2x3-*a
bxlz*-bxgzbyzc.*-b:cng*:

bxlz*b:cg:by:c.*'*a

Doy oK,

Onaquet, A: B

e Dans le B-cube on a:

I_ﬁ >\x1:*->\x2zﬂy:c.*->‘x3:C->\x4:x2x3-5U25U3
|_5 >\$12*'>‘$22Hy:0.*'>\$3ZC'H$4Z$2$3'CU2$3
|_5 )\xlz*-AxQ:Hy:C.*-ngzC-Hx4:x2m3-x2x3
l_ﬁ Axlz*-nxzzﬂyzc.*-Hx3:C-Hx4:x2x3-332333
l_ﬁ Hxlz*-Ha:2:Hy:C.*-Hx3:C-Ha:4:a:2x3-x2x3

Hxlt*-HaQ:Hyzc.*'H$3IC°HQZ4:$2$3°
Hxlz*-ch2:Hy:C.*-Hm3:C-

Notons que seulement le:*.H@:Hyzc,*.HwS:C.Hx4:x2x3.:1:2x3 peut étre un type.

Les cing autres termes ne le peuvent pas.
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